
Statystyka

Lista 2

Histogramem rozkªadu µ dla próbki X1, . . . , Xn ∼i.i.d µ na przedziale [a, b] wzgl¦dem
podziaªu a = c0 < c1 < · · · < ck = b nazywamy funkcj¦ (losow¡) dan¡ wzorem

f̂n(x) =
1

n(cj − cj−1)

n∑
i=1

I(cj−1 < Xi ≤ cj) gdzie cj−1 < x ≤ cj .

Zad 1. Udowodni¢ nast¦puj¡ce stwierdzenie z rachunku prawdopodobie«stwa: Je±li E(Xn)→
a i Var(Xn)→ 0, to Xn

P−→ a (a jest liczb¡).

Zad 2. NiechX1, . . . , Xn, · · · ∼i.i.d µ, gdzie µ posiada g¦sto±¢ f skupion¡ na przedziale [a, b].
Rozpatrzmy histogram f̂n z próbki X1, . . . , Xn maj¡cy przedziaªy jednakowej dªugo±ci hn.
Zaªó»my, »e hn → 0 i nhn →∞ przy n→∞. Pokaza¢, »e dla ka»dego punktu x, w którym
f jest ci¡gªa

f̂n(x)
P−→ f(x).

Zad 3. Pokaza¢, »e statystyka pozycyjna Xk:n ma dystrybuant¦

P (Xk:n ≤ x) =
n∑

i=k

(n
i

)
F (x)i(1− F (x))n−i

Zad 4. Pokaza¢, »e je±li badany rozkªad ma g¦sto±¢ f(x) to k-ta statystyka pozycyjna Xk:n

ma g¦sto±¢ dan¡ wzorem

d

dx
P (Xk:n ≤ x) = n

(
n− 1

k − 1

)
f(x)F (x)k−1(1− F (x))n−k

Zad 5. Obliczy¢ E(Uk:n), gdzie Uk:n oznacza statystyk¦ pozycyjn¡ z rozkªadu jednostajnego
U(0, 1).
Zad 6. Zbada¢ zbieno±¢ wedªug rozkªadu ci¡gu zmiennych losowych n(1 − Un:n), gdzie
Un:n oznacza ostatni¡ statystyk¦ pozycyjn¡ (maksimum z próbki) z rozkªadu jednostajnego
U(0, 1).
Zad 7. Pokaza¢, »e wektor statystyk pozycyjnych (U1:n, . . . , Un:n) z rozkªadu jednostajnego
U(0, 1) ma ª¡czny rozkªad jednostajny na sympleksie {u : u1 ≤ u2 ≤ ... ≤ un ≤ 1}.
Zad 8. Pokaza¢, »e Xk:n = F−1(Uk:n)

1, gdzie Xk:n jest k-t¡ statystyk¡ pozycyjn¡ z rozkªadu
o dystrybuancie F , a Uk:n jest k-t¡ statystyk¡ pozycyjn¡ z rozkªadu jednostajnego U(0, 1).
Zad 9. Wylosowano 10 liczb z rozkªadu jednostajnego U(0, 1): 0,88; 0,39; 0,76; 0,13; 0,29;
0,14; 0,45; 0,63; 0,84; 0,38.

a) Na jednym rysunku wykonaj wykres dystrybuanty rozkªadu U(0, 1) oraz dystrybuanty
empirycznej dla podanego zdarzenia.

b) Oblicz prawdopodobie«stwo, »e dystrybuanta empiryczna rozkªadu U(0, 1) dla dziesi¦cio-
elementowej próbki w punkcie x = 1/2 b¦dzie miaªa warto±¢ 0, 2.

c) Oblicz prawdopodobie«stwo, »e w rozkªadzie U(0, 1) ósma statystyka pozycyjna (z
dziesi¦ciu) przyjmie warto±¢ wi¦ksz¡ ni» 1/2.

e) Oblicz ±redni¡, wariancj¦, median¦ i kwartyle z podanej próby i porównaj je z odpo-
wiednimi statystykami rozkªadu U(0, 1).

1F−1(y) := min{x : F (x) ≥ y}.


